Ovaj problem bi se najlak3e rijeSio ukoliko se poelno nacrta graf koji modelira postavljeni
problem, s obzirom da slikovna reprezentacija p@ndd se lakSe de poveéavajli putevi u
odgovarajdoj transportnoj mrezi. Mutim, ovdjec¢e problem biti rijeSen “naslijepo” (tj. bez crteza)
radi ilustracije kako bi se Ford-Fulkersonov altgom mogao implementirati recimo n&uaaru.

Podaci koji su dati u postavci zapravo su granespartne mreze zajedno sa njihovim kapacitetima.
Kako ova mreza ima 3 izvora (S i S3), uveg€emo fiktivni superizvor Sl i dodati tri grane od &
S, S i S; sa beskonaim kapacitetima. Nakon toge@mo podatke koje imamo organizirati n&ina
koji je pogodniji za izvrSavanje algoritma. Za sivakl ¢vorova ove mreze, izlistamo sve njegove
susjede, zajedno sa rezervama odgovarlajgrana, tj. razlikama iznde njihovih kapaciteta i
trenutnog protoka kroz njih (kako su nacptku svi protoci kroz grane jednaki nuli, qetne
vrijednosti rezervi zapravo su jednake kapacitetirana). Pored susjeda, za svakir izlistatemo i
njegove “inverzne susjede”, gvorovi koji bi mu bili susjedi kada bismo prevnolijentacije grana.
Da bismo razlikovali susjede i inverzne susjedeeiinmne susjedéemo prikazivati u zagradama. Uz
inverzne susjedéemo takder prikazati i protok kroz granu koja vodi od inmeog susjeda do
razmatranogivora (na poetku, svi su ti protoci jednaki nuli). Na taj dia, dolazimo do sljede
reprezentacije:

Sl S/w, Slo, Syfo0

S:  (SI/0), Ri/30

S:  (SV0), Ri/30, R/20

S (SV0), R/50, R/50

R:  (S/0), (S/0), R/40

R:  (S:/0), (S/0), (R/0), Ry/50, Ry/20
Ry  (Sy/0), R/40, R/20

R:  (RJ/0), R/80, R/40

Rs  (R:/0), (R/0), (Rs/0), K/100
Re  (Rs/0), Rs/30, R/60

R:  (R40), K/100

Re  (R./0), (Rs/0), K/100

K:  (Rs/0), (R/0), (R/0)

Sve dalje korake algoritmgemo obavljati poméu manipulacija sa ovakvom reprezentacijom mreze.
Glavna pogodnost ove reprezentacije j@njenici da se iz nje u svakom trenutku odmah et
rezidualni graf. Zaista, iz definicije rezidualnggafa odmah vidimo da se rezidualni graf dobija
ukoliko smatramo da su susjedi nekdgpra oni i samo oni susjedi i inverzni susjedi wzako
formiranog spiska kojima odgovara pridruZzena vriest razitita od nule, dok se oni susjedi i
inverzni susjedi kojima je pridruzena vrijednosgforiraju kao da ne postoje.

Sada je potrebno profigoovetavajlti put kroz transportnu mrezu. Teemo uraditi primjenom BFS
pretrage (naslijepo) da d@@mo put sa najmanjim brojem grana od izvora S| doom K kroz
odgovarajudi rezidualni graf, tj. ignoristi ¢vorove uz koje je pridruzena vrijednost 0. &gmo od
¢vora Sl. Njegovi susjedi su;SS; i Sz, pa dodajemo grane (), (SI,S,) i (SI,Ss) u BFS stablo.
Susjed od Sje R pa dodajemo granu {3r;) u BFS stablo. Susjedi o Su R i R, ali kako je R
vec razmotren, samo granuy(8,) dodajemo u BFS stablo. Isto tako, susjedi 9auSR i R;, ali R; je
ve¢ razmotren, tako da dodajemo samo granyRsp u BFS stablo. Nastavljamo dalje od “listova”
dosada formiranog stabla, tj. ¢dorova R, R, i Rs. Jedini susjed odRe R, i nije dosada razmatran,
tako da dodajemo granu {R,) u BFS stabloCvor R, ima susjede Ri R koji nisu razmatrani, tako
da u stablo ulaze grane{Rs) i (R,, Rg). Cvor R; ima susjeda Rkoji je vet razmatran, kao i susjeda
Re koji nije razmatran, tako da dodajemo grany, ) u stablo. Dalje nastavljamo od novih listova
R., Rs, Rs i Rg. Cvor R, ima veé razmotrenog susjedas Rsusjeda Rkoji nije dosada razmatran, tako
da grana (RR;) ulazi u BFS stabldCvor Rs kao jedinog susjeda ingor K koji nije razmatran, tako
da u BFS stablo ulazi i granas(K). Kako smo dostiglgvor K koji je ponor, dalji tok BFS pretrage
mozemo prekinuti.



Praenjem grana formiranog BFS stabla &gbra K unazad direktnoc¢davamo povéavajli put
SI-S,—-R,—Rs—K. Sad je potrebno proticiznosA za koliko se protok moZe posati poma@&u ovog
poveavajueg puta.A ¢emo n&i kao minimum svih vrijednosti pridruZzenih granardaeZz ovog
poveavajuteg puta, tjA = min {«, 20,50,100} = 20.

U nastavku, pouwavamo protok za izno& = 20 smanjujéi sve rezerve duz odgovarajln grana za
iznosA, odnosno pou&avajlti protoke duz odgovaragih grana za iznoA. Pri tome, trebamo voditi
ratuna da je korekciju za svaku granu u reprezentawigiZze koju koristimo potrebno obaviti na dva
mjesta, jer je svaka grana predstavljena na dvatajéla primjer, uzmimo granux%®,). Ova grana
je predstavljenginjenicom datvor S imaé¢vor R, za susjeda. Stog@&mo rezervu te grane nazeau

uz ¢vor R, u spisku susjeda i inverznih susjedara S umanjiti za 20. Méutim, isto tako ta grana je
predstavljena &injenicom datvor R, imacvor S za inverznog susjeda. Stog¢amo protok nazrign
uz¢vor S u spisku susjeda i inverznih susjeédara R uvetati za 20. Kada izvrSimo takve korekcije i
za sve ostale grane, novo stanje mreze prikazasipfgom reprezentacijom:

S S/, So, Syleo

S:  (SI0), R/30

S:  (SI/20), R/30, R/O

S;: (SI/0), R/50, R/50

R:  (S/0), (S/0), R/40

R:  (S/20), (S/0), (R/0), Rs/30, R/20
Ry (S:/0), R/40, R/20

Re  (RJ/0), R/80, R/40

Rs  (R/20), (R/0), (Rs/0), K/80
Re  (Rs/0), R/30, R/60

R:  (R4/0), K/100

Re  (R./0), (Rs/0), K/100

K:  (Rs/20), (R/0), (R/0)

Sada je potrebno ponoviti isti postupak, odnosaditmo put kroz rezidualni graf od izvora S| do
ponora K, samo Stée ovaj put biti drugéji “raspored susjeda” (u odnosu na rezidualni grisgime,
neke grane su postale “neprohodne” jer su vrijetimazn&ene uz pojedine susjede koje ranije nisu
bile nula sada postale jednake nuli, dok su, selsigane, neke grane koje su ranije bile neprohodne
sada postale “prohodne”, jer su vrijednosti n&ena uz pojedine inverzne susjede koje su ranige bil
jednake nuli sad razite od nule.

Ponovo kréemo odévora Sl. Njegovi susjedi su i dalje, S i S;, pa dodajemo grane (&), (S1,S,)

i (SI, S3) u BFS stablo. Talder, i dalje je jedini susjed od; 8vor R, pa dodajemo granu {&;) u
BFS stablo. Méutim, sada su susjedi od &orovi Sl i R, od kojih su oba Werazmotrena, tako da
ne dodajemo nista u stablovor S i dalje ima R i R; za susjede, tako da dodajemo grangR$ i
(Ss, Rs) u BFS stablo. Postupak dalje nastavljamo odvst, R, i Rs. Susjed od Rje Ry i kako nije
dosada razmatran, dodajemo grany 3 u BFS stablo. Rima za susjede,SRs i Rg. Medu njima,
S, je ve& razmatran, tako da u BFS stablo ulaze grangR@Ri (R,, Rg). Cvor R; ima ve razmotrenog
susjeda R i susjeda R koji nije razmatran, tako da dodajemo granw, ) u stablo. Dalje
nastavljamo od novih listovayRRs, Rs i Rs. Ry ima susjeda Rkoji je vet razmotren i susjeda;Roji
nije dosada razmatran, tako da grang R ulazi u BFS stablo. Susjed &ora R nije razmatran,
tako da u BFS stablo ulazi i grana;(R). Dostigli smo ponor K, te pretragu moZzemo prekin

Odgovarajdi povetavajui put glasi SFS;—R,—Rs—K. Duz ovog povéavajuwteg puta, protok se
moZe povéati za iznosA = min {0, 50,30,80} = 30. Stoga, pov@vamo protok za iznoa = 20

smanjujédi sve rezerve duz odgovaréin grana za iznod\, odnosno pou&vajwi protoke duz
odgovarajdih grana za iznod. Kada izvrSimo takve korekcije i za sve ostalengranovo stanje
mreze prikazano je sljedem reprezentacijom:



Sl: S/, S/o0, S/ 00

S:  (Sl/0), R/30

S, (SV20), R/30, R/O

Sy (SV30), R/20, R/50

R:  (S/0), (S/0), Ri/40

Ry (S/20), (S/30), (R/0), R/0, Ry/20
Ry (S4/0), R/40, R/20

R:  (R/0), R/80, R/40

R (Ry/50), (R/0), (R/0), K/50
Rs: (Rg/O), R5/30, %/60

R:  (R40), K/100

R (R)/0), (R/0), K/100

K:  (Re/50), (R/0), (R/O)

Nastavljamo sa traZzenjem novih péaeajLtih puteva. Susjedi od Sl sy, i S;, pa dodajemo grane
(S1,S), (SI,S) i (SI,S3) u BFS stablo. Jedini susjed odj& R, pa dodajemo granu {3,) u stablo.
Susjedi od $su Sl i R, ali oba su vérazmotrenaCvor S sada za susjede ima Sk iRR; od kojih je
S| v& razmotren, tako da u stablo ulaze grangR$§ i (S5, Rs). Nastavijamo od listovaRR; i Rs.
Susjed od Rje R, i nije razmatran, pa dodajemo grany,®) u stablo. Rsada ima za susjede, S;

i Rg od kojih samo Rnije razmatran, tako da u stablo ulazi granaRRg). Rs ima za susjede R Rg
od kojih R, nije razmatran, tako da dodajemo grany, R u stablo. Nastavljamo dalje od novih
listova R, Rg i Rs. Ry ima susjede Ri R; koji nisu razmatrani, pa grane 4Rs) i (R4, R7) ulaze u
stablo. R za jedinog susjeda ima ponor K, tako da dodajeranwg(R, K) u stablo. Ponor K je sada
dosegnut, te se pretraga prekida.

Odgovarajdi povetavajlti put glasi SFS;—R,—Rg—K. DuZ ovog puta, protok se moZe péat za
iznos A = min {0, 20,20,100} = 20. Nakon obavljanja odgovaréiu korekcija, dobijamo stanje
mreZe koje se moZe prikazati sljédm reprezentacijom:

Sl S/, S/, S3/00

S:  (Sl/0), R/30

S, (SV20), R/30, R/O

Sy (SI/50). R/O, Ry/50

Re  (S/0), (S/0), R/40

R (S/20), (S/50), (R/0), R/O, Ry/0
Re  (S4/0), R/40, R/20

Ra: (R]_/O), R5/80, %/40

Re  (R./50), (R/0), (R/0), K/50
Rs: (Rg/O), R5/30, %/60

R:  (Ri/0) K/100

Rg  (R./20), (R/0), K/80

K:  (Re/50), (R/0)., (R/20)

Nastavljamo dalje sa trazenjem péareajltih puteva. Kao i dosada, u BFS stablo prvo ulazaer
(SI,S), (SI,Sy) i (SI,'Ss). Cvor S ima neobrdeni ¢vor R, za susjeda, tako da grana, (&) ulazi u
stablo. Oba susjeda Sl i Rvora S su vé obraiena. 3 ima v& obratenog susjeda Sl i neoldenog
susjeda R tako da dodajemo granus(8s) u stablo. Nastavljamo od listova RRs. R; ima za susjeda
R4, tako da grana (RR,) ide u stablo, dok Rima za susjede R Rs koji nisu dosada obdani, tako
da u stablo ulaze granexR,) i (Rs, Re). Pretraga se nastavlja od listova R i Rs. Ry za susjede ima
Rs i R; koji nisu obrdivani, tako da se grane {ARs) i (R4, R;) dodaju u stablo. Oba susjedai &3
¢vora R su ve obratena, dok Rima ve obraienog susjeda R neobr@enog susjedadrdako da u
stablo ulazi grana @RRs). Dalje nastavljamo od listovasRR; i Rg. Cvor Rs za susjede ima ve
obrateni¢vor Ry i neobrdeni ¢vor K, tako da grana @RK) ulazi u stablo. Pretraga se zavr3ava, jer je
dostignut ponor K.



Odgovarajdi povetavajwi put sada je StS;—R;—R;—Rs—K. DuZz ovog puta, protok se moZe
pove&ati za iznosA = min {0, 30,40,80,50} = 30. Nakon obavljanja odgovarajhh korekcija, novo
stanje mreZze moZze se prikazati sljgaha reprezentacijom:

Sl: S/, S/o0, S/ 00

S (SV30), R/O

S, (SV20), R/30, R/O

Sy (SI/50), R/O, R/50

R:  (S/30), (S/0), Ri/10

Ry (S/20), (S/50), (R/0), R/O, Ry/0
Ry (S4/0), R/40, R/20

R:  (R/30), R/50, R/40

R  (R»/50), (R/30), (R/0), K/20
Rs: (Rg/O), R5/30, %/60

R:  (Ri/0), K/100

Re  (R,/20), (R/0), KI80

K. (Re/80), (R/0), (R/20)

Nastavljamo dalje traganje za pdsgajwim putevima. Na potpuno isti &ia kao i dosada,
zakljucujemo da u BFS stablo redom ulaze graneSgl,(SI,S,), (S1,Ss), (S R1), (S5, Rs), (Ri, Ry),
(Rs,R2), (Rs,Rs), (R4,Rs), (Ri,R7), (Rs,Rg) i (Rs,K). U tom trenutku pretraga se prekida, jer je
dostignutévor K.

Odgovarajdi povetavajlti put je S-S,—R;—R;—Rs—K, duzZ kojeg se protok moZe paeti za iznos
A = min {0, 30,10,50,20} = 10. Nakon Sto izvrSimo korekcije, dobijamoarge koje odgovara
sljede&oj reprezentaciji:

Sl S/, S/, S3/00

S (SI/30), R/0

S, (SI/30), R/20, R/0

S (SI/50), R/0, R/50

Ry ($/30), (S/10), RJ/O

R,: ($:/20), (S/50), (R/0), Rs/0, Rs/0
Rs: ($:/0), R/40, R/20

R, (R:/40), R/40, R/40

Rs: (R2/50), (R/40), (R/0), K/10
Rs: (Rg/O), R5/30, %/60

R (R4/0), K/100

Rg: (R./20), (R/0), K/80

K: (Rs/90), (R/0), (Rs/20)

U sljedeoj iteraciji traganja za povavajwim putevima, u BFS stablo redom ulaze graneS3l,
(SI,Sy), (S1,Sy), (S Ry), (S Rs), (Rs,Ra), (Rs,Re), (Re, Rs), (R, Re) i (Rs, Ra) 1 (Re, K). Kako je time
dostignutévor K, dalja pretraga se prekida. Interesantno rjeifetiti da je grana (RR,) krivo
usmjerena grana u odnosu na polaznu transportniumzZaista, vidimo dévor R, inverzni susjed a
ne susjedvora R posmatranu u odnosu na polaznu transportnu mrezu.

Sada je odgovarajupovetavajli put Sl-S;—R;—Rg—Rg—K, duZ kojeg se protok moze p@ati za
iznos A = min {0, 50,20,60,80} = 20. Nakon Sto izvr§imo odgovaragu korekcije, dobijamo novo
stanje koje se moZe predstaviti sljéol@ reprezentacijom:



Sl: S/, S/o0, S/ 00

S:  (SV30), R/O

S, (SV30), R/20, R/O

Sy (S70), R/O, Ry/30

R  (S/30), (S/10), R/O

Ry (S/20). (S/50). (R/0), R/O, Ry/0
Ry  (S4/20). R/40, RO

R:  (R/40), R/40, R/40

R  (R»/50), (R/40), (R/0), K/10
Rs: (R3/20), R‘,/SO, %/40

R:  (R40), K/100

R (R»/20), (R/20), K/60

K:  (Re/90), (R/0), (R/40)

PokuSajmo n& joS poveéavajuih puteva. Kao i do sada, prve grane kégewi u BFS stablo su
(S1,S), (SI,Sy) i (SI,S3). Jedini trenutni susjetlora S je S, koji je vé razmotren. Sima susjede Sl
i R; od kojih R nije razmotren, pa dodajemo grany, &) u stablo. Stino, dodajemo i granu {3Rs).
Nastavljamo od listova R R;. Oba susjeda;3 S, ¢vora R su ve& obraieni. R ima neobrdenog
susjeda R pa grana (RR;) ulazi u stablo. Sada bismo pretragu trebali néstad jedinog preostalog
lista R. Medutim, R, nema neobienih susjeda, pa se time pretraga obustavlja. Kakmor K nije
dostignut, to zn& da su iscrpljeni svi povavajlti putevi, odnosno nema viSe novih péaeajLtih
puteva.

Sada mozZemoditati optimalnu raspodjelu protoka. NajlakSe jeotmaviti oduzimanjem postignutih
vrijednosti rezervi kroz pojedine grane koje suljid iz gornje reprezentacije od kapaciteta grana
koje su zadane na getku. Time se dobija sljeda raspodjela protoka:

(SuR.,30) (S R,10) (S R,20) (SR,50)  (S,Rs5,20) (R, R4, 40)
(R2,Rs,50)  (RyRs20) (R, R20) (RuRs20)  (RuR540)  (RuR7,0)
(Rs,K,90)  (R:Rs0) (R Rs,20)  (R.K,0) (Re, K, 40)

Ova raspodjela predstavlja trazene aktuelne brprenosa podataka kroz svaki od navedenih
raspolozivih komunikacionih kanala. Ukupan protoinosno maksimalnu brzinu kojom klijent moze
izvrSiti dowload posmatrane datoteke mozemo dabitiranjem protoka koji izlaze iz svih izvora, ili
sabiranjem protoka koji ulaze u izvor. U obacsja dobijamo istu vrijednost 130 Mbita/s, bilo kao
30+10+20+50+20 = 30, bilo kao 98 0+40 = 130.

Napomena: Gore prikazana raspodjela protoka ngelina moguaa koja daje optimalnu vrijednost
ukupnog protoka. Druge raspodjele mogu se dobitgatjim redoslijedom obrade listova prilikom
traZenja povéavajltih puteva BFS pretragom kroz rezidualne grafoveaMao, sve takve raspodijele
moraju dati istu maksimalnu vrijednost ukupnog pkat



