Graf sa prve (lijeve) slike jeste planaran, jelad® moZe nacrtati bez presjecanja grana. Recimo, p
je mogute sprijeiti presjecanje granex{,Xs} sa drugim granama, tako Stemo pomjeriti poziciju
cvoraxe, kao na sljed®j slici:

X1 X
X3 2
X6
X5
X4

Nakon toga, moZemo pomjeriti pozicworaxs da sprij€imo presjecanje grana, Xs} i { Xz, Xs} sa
drugim granama. Time dobijamo sljédesliku na kojoj viSe ne dolazi do presjecanja gran

X1 Xo
Xe

X4

Ovim je pokazano da je razmatrani graf planaran.

Sto se tie grafa sa druge (desne) slike, ne vidi se nikakagledan nain da se on nacrta bez
presjecanja grana. Provjerimo prvo preko Euleresgeme da li ovaj graf uép moze biti planaran.
Na osnovu Eulerove teoreme, slijedi da planarahggra ¢vorova moZe imati najviSen3-6 grana. U
nasSem sléaju jen =7 i h—6 = 15. Kako razmatrani graf ima 12 grana, premizriguoj teoremi on

bi mogao biti planarni. S obzirom da Eulerova temedaje samo neophodne uvjete za planarnost,
njeno ispunjenje ne ztiada graf zaista jeste planaran. &dém, kako brojni pokuSaji da se graf nacrta
bez presjecanja grana ne uspjevaju, to navodi majsuda graf nije planaran.

Da bismo dokazali da ovaj graf zaista nije planaraoramo se pozvati ili na teoremu Pontrjagin-
Kuratowskog, ili na Wagnerovu teoremu. PokuSajmeopilokazati neplanarnost potuoteoreme
Pontrjagin-Kuratowskog. Trebamo potraZiti da li matrani graf sadrzi kao djeligni podgraf
potpodjelu od Kili potpodjelu od K 5.

Odmah treba biti jasno da razmatrani graf ne mezieZavati potpodjelu od KZaista, graf K ima

ukupno 5vorova, a iz svakog od njih izlaze po 4 grane. Ka#d graf nema barem:gorova iz kojih

izlaze barem 4 grane (postojéwdra iz kojih izlaze t&no 4 grane, dok iz preostalavora izlaze po 3
grane), nemogie je ikakvim izbacivanjenmivorova i grana iz ovog grafa dobiti potpodjelu ogl K

Preostaje da potrazimo eventualnu potpodjelu g¢ Ba ne bismo trazili posve naslijepo, krenimo od
toga kako graf Kz izgleda. On ima ukupno&orova, a iz svakog od njih izlaze po 3 granee8iligda
ima smisla uklanjati samo grane koje izlazévarova iz kojih izlaze barem 4 grane. U razmatranom
grafu, takvi suévorovi x;, Xz i X7. Sad uz malo eksperimentisanja, lako moZzemo pranazenu
potpodjelu. Zaista, uklonimo li iz polaznog grafeme i, X3} i { X4, X7}, dobijamo graf sa sljede
slike, koji je potpodjela od ¥ (ovdje jex, dodatni¢vor koji je ub&en duz “grane” koja spajaorove

X2 i X5 sa ciljem da se formira potpodjela):



X2
X1

X3

Xs
X5

Da bismo se uvijerili da je ovo zaista potpodjelaf@is ;, nacrtéemo ponovo sliku u kojoj su grane
{X2, X4} i { X4, X5} SPOjENE u jednu granu (tj. eliminirangdeor x, koji tvori potpodjelu):

X2
X1

X3

Xs
Xs

Sada se lako moZze vidjeti da se zaista radi o dfgfu Recimo, mogéu biparticiju ovog graf&ine
skupovi ¢vorova X = {X1, X3, Xs} 1 X 2= {X2, X, X7}. Vidi se da su svicvorovi iz skupa X spojeni
granama sa svirgévorovima iz skupa Xi obratno, dok nikoja dvavora iz skupa Xodnosno X nisu
medusobno spojena. Dakle, razmatrani graf zaistaptgearan.

Pokazimo kako do istog zaktjka moZzemo dé pomatu Wagnerove teoreme. Kako razmatrani graf
ima 7¢vorova a graf K3 ima 6¢vorova, tada ako bi se razmatrani graf mogao kkaijam svesti na
Kz 3 ta bi kontrakcija morala biti samo duz jedne graviedutim, isprobavanjem kontrakcija duz svih
postoje&ih grana lako mozemo vidjeti da nikadatemo dobiti neki graf koji je Ksili sadrzi K; 3 kao
podgraf. U to se moZzemo uvjeriti i bez mukotrpréprobavanja. Naime, petni graf sadrzi nekoliko
ciklusa duzine 3, i zbog toga on ne moZze biti 2jebd’rimjeri takvih ciklusa S —Xo—Xz—X; i
Xs—Xs—X7—X4. Ova dva ciklusa nemaju zajetkih grana. Zbog toga, kontrakcijom duz ma koje od
grana mozemo eventualno ukloniti jedan od njih,nalii oba. Dakle, kontrakcijom duz ma koje od
grana graf i dalje rée biti 2-obojiv. Kako je graf Ks; 2-obojiv, slijedi da je nemoge kontrakcijom
duz samo jedne grane dobits Kniti neSto Sto sadrzi ¥ kao podgraf. Dakle, ovaj graf je nemaogu
kontrakcijama svesti nagl

PokuSajmo sada kontrakcijama svesti ovaj graf 1aKo takve kontrakcije postoje, potrebne su dvije
kontrakcije, duz dvije raalite grane. Kako u grafuddz svakog odivora izlaze po 4 grane, probajmo
kontrakcijama stopiticvorove iz kojih izlazi manje od 4 grane. Recimonkakcijom duZ grane
{ x4, X5} dobijamo graf kao na sljedsj slici:

X1 &

X3

X7



Preostala su jo3 &ora iz kojih izlaze samo 3 gran&/Qrovi X, i X4). Spojimo i njih kontrakcijom, tj.
izvrS§imo kontrakciju duz granex{, X,}. Time dobijamo graf sa sljede slike:

X2
X1

X3

Xs

Medutim, graf koji smo upravo dobili nije niSta drugego graf k. Ovim smo putem Wagnerove
teoreme dokazali da razmatrani graf nije planaran.



